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摘要 

    四鄰公式為環繞球面三角的兩邊及兩角關係式。事實上，在誤差傳播為零的評

估準則下，四鄰公式分別為大圈航法計算程序中求解大圈初航向角與天文觀測船位

計算程序中求解天體方位角等的最佳公式。四鄰公式在航海學上有其重要性，然相

關文獻卻很少論述它。本文從幾何、代數及向量等不同觀點推導四鄰公式，並進而

直接推論特殊球面三角中納皮爾法則二的公式。 

關鍵詞：四鄰公式、球面三角、納皮爾法則 

ABSTRACT 

    The four-part formula gives the relation between two angles and the two sides 
adjacent to them around the spherical triangle. In the fact, the four-part formula, based on 
the evaluating criteria of zero error propagation in steps of procedures, is optimal formula 
for solving initial course angle in great circle sailing problem and for solving azimuth 
angle in astronomical vessel position problem, respectively. Although the four-part 
formula is very important in application of navigation but litter attention has been given to 
the point in related literature. In this article, respectively derive the four-part formulae 
from geometry, algebra and vector viewpoints and then use it to directly infer formulae of 
Napier’s rule 2 of special spherical triangle. 

Keywords: Four-part formulae, Spherical triangle, Napier’s rule. 
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壹、前言 

球面三角學(spherical trigonometry)主要在探討球面三角中，三個邊及三個角等
六個變數彼此間的關係，其基本公式則為四個變數所組成，據此，共可獲得十五

組關係式，分別為正弦律(sine law)、餘弦律(cosine law)與四鄰公式(four-part 
formulae)。正弦律及餘弦律在球面三角學中被視為基因碼(genetic code)[1]並于相關

文獻中廣為探討，相較下，卻很少論述四鄰公式[1,2,3,4,5,6,7]。然而事實上，在誤差傳

播為零的評估準則下，四鄰公式分別是大圈航法計算程序中計算大圈初航向角，

與天文觀測船位計算程序中計算天體方位角等的最佳公式。天文航海學中著名的

航海測天解算表冊(Sight Reduction Tables for Marine Navigation; Pub.No.229)[8]係由

兩個公式所建構之，其中的時間方位方程式就是四鄰公式。因此，引發吾人探討

四鄰公式的動機。 

四鄰公式具有正切或餘切函數，而納皮爾法則(Napier’s rule)法則二的公式亦含
有正切或餘切函數，它們是否相關？值得吾人推敲；若能運用四鄰公式直接推論

納皮爾法則二的公式，則可改善透過納皮爾法則一間接推論納皮爾法則二的方式。 

    本文除本章前言外後續章節安排如下：第二章從幾何、代數與向量等不同觀
點推導四鄰公式，繼而說明其在航海學上的應用實例，並進而在第三章利用四鄰

公式直接推論納皮爾法則二的公式。最後，於第四章提出結論。 

貳、四鄰公式之推導 

2.1球面三角學中基本公式彙整 

球面三角學主要在探討球面三角中，三個邊及三個角等六個變數彼此間的關

係，如圖 1 所示。其基本公式則為四個變數所組成，據此，共可獲得十五組關係
式，分別為正弦律、餘弦律及四鄰公式。本文彙整如表 1所示。 

從圖 1和表 1得知：正弦律為球面三角形中兩對邊角之關係式；邊餘弦律(side 
cosine law)是球面三角形中三邊和任一角的關係式；角餘弦律(angle cosine law)是球
面三角形中三角和任一邊的關係式；四鄰公式則為環繞球面三角形的兩邊及兩角

之關係式。 
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圖 1 球面三角示意圖 

 

表 1 球面三角之正弦律、餘弦律與四鄰公式 

名稱 變數 公式 

a、b、α、β
βα sin

sin
sin
sin ba

=  

a、 c、α、γ
γα sin

sin
sin
sin ca

=  正弦律 

b、 c、β、γ
γβ sin

sin
sin
sin cb

=  

a、b、 c、α αcossinsincoscoscos bacba +=  

a、b、 c、 β βcossinsincoscoscos cacab +=  邊餘弦律 

a、b、 c、γ γcossinsincoscoscos babac +=  
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表 1 球面三角之正弦律、餘弦律與四鄰公式（續） 

名稱 變數 公式 

α、 β、γ 、a cos -cos cos sin sin cos aα β γ β γ= +  

α、 β、γ 、b cos -cos cos sin sin cosbβ α γ α γ= +  角餘弦律

α、β、γ 、 c cos -cos cos sin sin coscγ α β α β= +  

b、α、 c、 β αβα sincotsincotcoscos −= cbc  

c、α、b、γ αγα sincotsincotcoscos −= bcb  

c、β、a、γ βγβ sincotsincotcoscos −= aca  

a、 β、 c、α βαβ sincotsincotcoscos −= cac  

a、γ 、b、α γαγ sincotsincotcoscos −= bab  

四鄰公式

b、γ 、a、β γβγ sincotsincotcoscos −= aba  

2.2四鄰公式之證明 

四鄰公式之記憶口訣概分為日式圖示法及英式文字法[6,7]，吾人以日式為主，

英式為輔，整理口訣如下： 

 

「 cos(內角)cos(內邊)= cot(外邊)sin(內邊)− cot(外角)sin(內角)」。 

 

四鄰公式：於任意∆
)
ABC中，下列六式恆成立； 
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αβα sincotsincotcoscos −= cbc                        (1a) 

 

αγα sincotsincotcoscos −= bcb                    (1b) 

 

βγβ sincotsincotcoscos −= aca                (1c) 

 

βαβ sincotsincotcoscos −= cac                (1d) 

 

γαγ sincotsincotcoscos −= bab                   (1e) 

 

γβγ sincotsincotcoscos −= aba                   (1f) 

 

    有關四鄰公式之証明，英國學者Clough-Smith, J. H. 採幾何觀點証之，而日本
學者高橋 巖則採代數觀點証之，兩者的証明過程，吾人整理如圖2所示。 

 

 

圖2 幾何及代數觀點証明四鄰公式之示意圖 

    事實上，採用向量觀點推導四鄰公式更具有其直觀性。以下就幾何、代數及
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向量等觀點推導四鄰公式。 

1.幾何觀點 

α

β
γ

A

B Ca

bc

D

a′
-π β

2
π

 

圖 3 幾何觀點之四鄰公式示意圖 

 

    如圖 3所示，延長 �AB至 D，作補助線使 �BD
2
π

= ，並連接 �CD且令其為 a′，

則∆
)

ADC、∆
)

BDC邊餘弦律成立如下： 

 

αcoscossinsincoscos cbcba +−=′    

 

βcos sincos aa −=′    

 

比較上兩式，可得 

 

cos sin sin cos cos +sin cosb c b c aα β=                                     (2) 
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觀察式(2)，即為 a ,b , c ,α ,β之組合式，若欲得b , c ,α ,β之四鄰公式，則需剔除 a，
而正弦律如下式： 

 

sin sinsin
sin

ba α
β
×

=               

將上式代回式(2)，並同除以 sin b，移項整理可得四鄰公式中的式(1a) 

 

αβα sincotsincotcoscos −= cbc  

 

2.代數觀點 

對∆
)

ABC邊餘弦律中任取兩式： 

 

cos cos cos sin sin cosa b c b c α= +  

          

cos cos cos sin sin cosb a c a c β= +  

 

將上式代入下式，整理可得五部公式如下： 

 

cos sin sin cos cos +sin cosb c b c aα β=        

   

觀察上式，發現就是式(2)，同前述(幾何觀點部分)作法，同理，可得四鄰公式中的
式(1a) 
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αβα sincotsincotcoscos −= cbc  

 

3.向量觀點 

如圖 4所示，設O為單位球之球心，A,B , C是∆
)

ABC之頂點，令OA=a
uuuv v

，

OB=b
uuuv v

，OC=c
uuuv v

，又 a,b , c分別為∆
)

ABC中A , B , C之對邊弧長。可知： 

 

= cosa b c⋅
vv , = cosb c a⋅

v v , = cosa c b⋅v v  

 

=sina b c×
vv , =sinb c a×

v v , =sina c b×v v  

α

O

A

B Ca

b
c

a
v

c
v

b
v

A′

B′C′

 

圖 4 向量觀點之四鄰公式示意圖 

    為了引出兩面角α，如圖 4所示，兩平面之法向量分別為 ( )a b×
v v

及 ( )a c×
v v

，其

內積可求得 cosα，而其外積則可求得 sinα ，兩者相除即可獲得 cotα，其証明程
序如下述： 



球面三角學中四鄰公式之推導與其推論 

 

 75

 

( ) ( ) sin sin cos
sin sin sin( ) ( )

a b a c c b
c ba b a c

α
α

× ⋅ ×
=

× × ×

v v v v

v v v v   (幾何意義)      

 

         
( )

   

   

a a a c

b a b c
abc

⋅ ⋅

⋅ ⋅
=

v v v v

v v v v

vvv     (代數意義)      

 

兩式整理， 

 

cos cos coscot
( )

a b c
abc

α −
= vvv                   (3) 

 

觀察四鄰公式的六式中，有 cotα者有式(1d)及式(1e)。 

若欲得式(1d)，即擁有a ,β , c ,α之組合式，則針對式(3)，引進β及剔除b，
因此，將下兩式代回式(3) 

 

( ) sin sin sinabc a c β=
vvv

              (三重積)        

 

cos cos cos +sin sin cosb a c a c β=     (邊餘弦律)        

 

可得 
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cos cos (cos cos sin sin cos )cot
sin sin sin

a c a c a c
a c

βα
β

− +
=         

 

移項整理後，即得四鄰公式中的式(1d) 

 

βαβ sincotsincotcoscos −= cac  

 

同理，若欲得式(1e)，即擁有a ,γ ,b ,α之組合式，則針對式(3)，引進γ 及剔除 c，
因此，將下兩式代回式(3) 

 

( ) sin sin sinabc a b γ=
vvv

              (三重積)        

 

cos cos cos +sin sin cosc a b a b γ=       (邊餘弦律)        

 

移項整理後，則可得四鄰公式中的式(1e) 

 

γαγ sincotsincotcoscos −= bab  

 

2.3應用實例 

地文航海學中，大圈球面三角如圖 5所示。在已知啟航點緯度(latitude of the 

departure, LF )、到達點緯度 (latitude of the destination, TL )及兩點間經度差
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(difference of longitude, DLo )之情況下，欲求大圈初航向角(course angle, C )？若
考量誤差傳播特性，則最佳公式之首選即是四鄰公式[9]，如下式： 

 

cos( )cos(90 )=cot(90 )sin(90 ) cot ( )sin( )F T FDLo L L L C DLo° − ° °− −m  

 

移項整理，可得 

 

[ ] [ ]
sintan =

cos tan ( ) sin cosF T F

DLoC
L L L DLo⋅ ± − ⋅

 

 

其中， TL 的正負號判定為：與 FL 同名取正值，反之取負值。 

DLo

C

nearp

F

T

D

90 TL°m90 - FL°

 

圖 5大圈球面三角示意圖 
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[例題 1] 船長採用大圈航法從澳洲雪梨(Sydney, Australia)[ ]33 51.5' , 151 13.0'S E° ° 航

行至巴拿馬貝爾波亞(Balboa, Panama)[ ]08 53.0' , 079 31.0'N W° ° ，求大圈初航向角？ 

 

[解] 

將 =33 51.5'FL S° 、 = 08 53.0'TL N− ° 、 =129 16.0'DLo E° ，代入四鄰公式 

 

其大圈初航向角為 = 73.9C S E° ，即航向為 =106.1nC °  

 

值得一提的是，大圈初航向角對於頂點是否在航路上的判定相當重要，本例

題的頂點即在航路上。 

 

t

Z

nearp

M

S

zd

pd90 -L°

 

圖 6 天文球面三角示意圖 
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天文航海學中，天文球面三角如圖 6所示，在已知觀測者緯度(latitude, L )、
天體極距(polar distance, pd；90 d°m )及天體子午角(meridian angle, t )之情況下，
欲求天體方位角(azimuth angle, Z )？若考量誤差傳播特性，則最佳公式即是四鄰
公式[10]，同前述作法，其公式如下： 

 

sintan =
(cos tan ) (sin cos )

tZ
L d L t⋅ − ⋅

 

 

該式為建構航海測天解算表冊(Pub.No.229)的兩公式之一。 

 

[例題 2] 航海人員在推算船位[ ]41 34.8' , 017 00.5'L N Wλ° ° 時，對天體 Alkaid進行天

文觀測，若已知該天體地理位置為[ ]49 25.7' , 003 14.2'N W° ° ，求天體方位角？ 

[解] 

 將 =41 34.8'L N° 、 =49 25.7'd N° 、 =13 46.3't E° ，代入四鄰公式 

 

 其天體方位角為 = 46 06.4'Z N E° ，即天體方位為 =046.1nZ ° 

參、納皮爾法則的公式推論 

3.1納皮爾法則 

    假設地球為一單位球，其球面幾何性質有「任一大圓上，其頂點處與子午線

的交角必為90°。」及「極至主圓(即赤道)上任一點的大圓弧長必為90°。」又因
為90°的正弦值為 1和餘弦值為 0，因此，將使得直角球面三角(有一角為90° )及象
限球面三角(有一邊為90° )的球三公式更為簡單；若能有效掌握，在實務應用上將
會更加靈活。 
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球面三角的基本公式總計有十五個關係式(6取 4的組合數)，若其中某變數為
90°時，則基本公式有十個關係式(5取 3的組合數)。蘇格蘭人納皮爾(John Napier, 
1550-1617；對數的發明者)仔細觀察該十個公式，提出著名的「納皮爾法則」記憶
絕招，其口訣整理如下： 

「法則 1：本部正弦值=對部餘弦值之乘積」 

「法則 2：本部正弦值=鄰部正切值之乘積」 

3.2直角球面三角之基本公式推導 

直角球面三角，即 =90γ °，如圖 7所示，參考右側圓形圖，依納皮爾法則，可
得十個關係式，彙整於表 2。 

法則 1的公式証明相當簡單，即將特殊角 =90γ °代入球面三角的基本公式可直
接推論直角球三的基本公式，如正弦律可得式(4a)及式(4b)，邊餘弦律可得式(4c)，
而角餘弦律則可得式(4d)和式(4e)。 

至於法則 2 的的公式，傳統的証法係將正切或餘切化為正弦或餘弦，再透過
法則 1公式間接推論。 

 

a

b
- 

2
π α

- 
2

cπ

- 
2
π β

α

β

A

B
Ca

bc

 

圖 7直角球面三角納皮爾法則示意圖 
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表 2 直角球面三角之基本公式 

直角球面三角 基本公式 公式編號

ca sinsinsin α= (4a) 

cb sinsinsin β= (4b) 

bac coscoscos = (4c) 

acossincos βα = (4d) 

納皮爾法則1

bcossincos αβ = (4e) 

tan tan sina= bα (5a) 

tan tan sinb= aβ (5b) 

tan cos tanb= cα (5c) 

ca tancostan β= (5d) 

納皮爾法則2

cos cot cotc= α β (5e) 

本文則根據四鄰公式直接推論法則 2 公式，即將特殊角 =90γ °分別代入式
(1f)、式(1e) 、式(1b)及式(1c)，則分別可獲得法則 2公式的式(5a)、式(5b) 、式(5c)
及式(5d) 。 

至於式(5e)，即有α , β , c之組合式，因此，針對式(1a)，剔除變數b即可，即
將式(5c)〔以α , c取代b〕代入式(1a)，整理可獲得式(5e)；同理，針對式(1d)，亦
可將式(5d)〔以β , c取代 a〕代入式(1d)，整理亦可獲得式(5e)。 
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3.3象限球面三角之基本公式推導 

象限球面三角，即 =90c °，如圖 8所示，參考右側圓形圖，依納皮爾法則，可
得十個關係式，彙整於表 3。 

2
π
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β

γ

A

B

C
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b

α

- 
2

aπ

-  
2
πγ

- 
2

bπ

β

 

圖 8象限球面三角納皮爾法則示意圖 

 

表 3 象限球面三角之基本公式 

象限球面三角 基本公式 公式編號

γα sinsinsin a=  (6a) 

γβ sinsinsin b=  (6b) 

βαγ coscoscos −= (6c) 

αcossincos ba =  (6d) 

納皮爾法則1

βcossincos ab =  (6e) 
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    表 3 象限球面三角之基本公式（續） 

象限球面三角 基本公式 公式編號

βα sintantan a=  (7a) 

αβ sintantan b=  (7b) 

ba cotcotcos −=γ (7c) 

γα tancostan b−= (7d) 

納皮爾法則2

γβ tancostan a−= (7e) 

本文亦使用四鄰公式直接推論象限球三的法則 2公式，仿前述作法，將特殊
邊 =90c °分別代入式(1d)、式(1a)、式(1b)及式(1c)，即可分別獲得法則 2公式的式
(7a)、式(7b)、式(7d)及式(7e)。 

至於式(7c)，即有 a ,b ,γ 之組合式，因此，針對式(1f)，剔除變數 β即可，即
將式(7e)〔以 a ,γ 取代 β〕代入式(1f)，整理獲得式(7c)；同理，針對式(1e)，亦可
將式(7d)〔以b ,γ 取代α〕代入式(1e)，整理亦可獲得式(7c)。 

事實上，直角球面三角與象限球面三角互為極對偶的一對球三之公式，兩者

基本公式之互換可透過極對偶引理(polar duality lemma, PDL)迅速變換求得[11]。簡

言之，直角球面三角的式(4a)、式(4b)、式(4c)、式(4d)及式(4e)經由極對偶引理可
得象限球面三角的式(6a)、式(6b)、式(6c)、式(6d)及式(6e)；而直角球面三角的式
(5a)、式(5b)、式(5c)、式(5d)及式(5e)和象限球面三角的式(7a)、式(7b)、式(7c)、
式(7d)及式(7e)，兩者亦可透過極對偶引理互相變換。 

肆、結論 

    在考量誤差傳播的特性下，球面三角學中四鄰公式分別是大圈航法計算程序

中計算大圈初航向角與天文觀測船位計算程序中計算天體方位角等的最佳公式，

其重要性非常明顯。本文的主要貢獻在於應用具有直覺性的向量觀點，推導出四
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鄰公式，並提出其在航海學上的應用實例，另外，採用四鄰公式直接推導直角球

面三角和象限球面三角中納皮爾法則 2 的公式，以改善傳統上透過納皮爾法則 1

公式間接推導的方式。 
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